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話す内容

１. もふもふレンダリング入門（１）（２）のおさらい

２. 経度(longitudinal)拡散関数Mpを掘り下げる

３. 重点サンプリング



軽くおさらい



Hair&Fur BSDF と レンダリング方程式



毛の微小構造により、光拡散が多段階にわたって発生する
    > これをBSDFに反映させたい

"An Efficient and Practical Near and Far Field Fur Reflectance Model" より
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毛

各段階の寄与を個別に
関数化する

※今回屈折はcurticle層とcortex層の間でのみ発生すると
仮定。Matt Pharr, "01 THE IMPLEMENTATION OF A 
HAIR SCATTERING MODEL" より
    >より複雑なモデルも全然あり得る。



座標系 - 経度θ y-z平面（法線の集合からなる面）からの角度



座標系 - 方位角Φ y軸を0とした、x軸回転角



各段階の関数の中身



各段階の関数の中身

cos項のキャンセル用



経度(longitudinal)拡散関数

※座標系については、
もふもふレンダリング入門(1)をご参照ください



方位角(azimuthal)拡散関数

p=0
p=1



吸収&フレネル関数
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吸収 吸収

毛



吸収&フレネル関数
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フレネルによる分断

フレネルによる分断

フレネルによる分断

毛



パラメータ

毛の内部屈折率

毛の内部吸収係数
（スペクトルごと）

経度(longitudinal)拡散関数
の粗さ

毛の表面の微小な
起き上がり

方位角(azimuthal)拡散関数
の粗さ

出射ベクトルと毛の中心からの幾
何学的なズレ



Mp() in depth



経度(longitudinal)拡散関数、天下り的に使っていたけど、
これって結局何なのか？

なんでいきなりベッセル関数？

三角関数多すぎ！
難しい・・・



今回使わない項を取り除く

ガウス関数



球面への拡張（球面ガウス関数）

ただし

※球面ガウス関数を極める  @CEDEC 2015
株式会社スクウェア・エニックス  德吉 雄介氏　より



整理する



ビジュアライズしてみる

ここでP は (1, 0, 0)
...すでにMpの関数に形がそっくり



立体角積分においての正規化

積分して1にしたい

正規化用の定数項を追加する



Hair&Furの座標系での重積分

半球の立体角積分は、以下のような重積分に捉え直すことができた

Ray Tracing from the Ground Upより

同様にHair&Furの座標系の場合も、

Physically-Accurate Fur Reflectance: Modeling, 
Measurement and Rendering より

と書き直すことができる



簡単な検算
半径1の球の表面積（立体角）になるべき



実際に積分してみる

球面ガウス関数は、Pを任意に回転させても、
全範囲での積分値は同じなため、
Pは好きな向きを想定して積分して良い
ここではuの向きとした

ここでいいかんじに
cosが消える



正規化された球面ガウス関数

一般には、これを
フォンミーゼスフィッシャー分布
と呼び、今回のものは次元が３の場合のもの



Mpは結局何を表現しようとしていたか？

例）毛が理想的な鏡面反射をする場合

Eugene d’Eon, Guillaume Francois, Martin Hill, Joe Letteri, Jean-Marie Aubry, 
"An Energy-Conserving Hair Reflectance Model" より



Mpは結局何を表現しようとしていたか？

反射角θで定義できる円状に反射が発生する

Eugene d’Eon, Guillaume Francois, Martin Hill, Joe Letteri, Jean-Marie Aubry, 
"An Energy-Conserving Hair Reflectance Model" より



Mpは結局何を表現しようとしていたか？

Eugene d’Eon, Guillaume Francois, Martin Hill, Joe Letteri, Jean-Marie Aubry, 
"An Energy-Conserving Hair Reflectance Model" より

完全鏡面ではなく拡散する場合、
反射角θを中心に拡散する



Mpは結局何を表現しようとしていたか？

>以上をふまえた上、Mpは緯度Φには依存しない関数にしたい

Eugene d’Eon, Guillaume Francois, Martin Hill, Joe Letteri, Jean-Marie Aubry, 
"An Energy-Conserving Hair Reflectance Model" より



なのでいっそのこと、nsg関数の緯度Φに関して平均化しまおう

x軸

z軸

y軸

Φ
ベクトルP

一旦Φについて積分して

積分範囲で割れば、平均化
 > Φへの依存性がなくなる



内積がちょっと邪魔

ここをどうする？



cosθ

sinθ

r = cosθ

+z軸

+x軸 +y軸

+z軸

x = sinθ y = cosθ sinΦ
z = cosθ cosΦ

sinΦ

Φ

cosΦ

直交座標への変換



内積の展開

これを使ってさらに展開

これは何故かと言うと、今 Φに関しては平均化しようとしてい
て、Pについてはどのように Φを取ったとしても、積分値に変化
がないため、任意のものを選ぶことができる



Φに平均化した式

内積の展開

第一種変形ベッセル関数へ (次ページ)



第一種変形ベッセル関数への変換

Wolfram より
http://mathworld.wolfram.com/ModifiedBesse
lFunctionoftheFirstKind.html

π

被積分関数は、πで左
右対称であるため



Φに平均化した、正規化された球面ガウス関数が得られた

>この時点でほぼMp



今回のBSDFにおけるエネルギー保存

吸収成分　　　が0で、表面の勾配　   も0ならば、完全にエネルギーが保存される

※αについては、一部近似が含まれているため



吸収&フレネル関数 Ap
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フレネルによる分断

フレネルによる分断

フレネルによる分断

吸収がなければ、残るはフレネル項のみ！



吸収&フレネル関数 Ap
したがって、すべての Apの和は1になる

f()は各段階の重み付き和を計算していた と捉えることもできる

重み



吸収&フレネル関数 Ap
よって、各段階を分離して、 Apを別に考えても、以下が成り立つ

New!



以上を踏まえて、nsg関数の緯度Φに関して平均化し終わった式を眺める

Φで平均化したとしても、積分値は変わらないため

ここは1になるので、ここにNp関数を割り当てて
みる

この部分がMp関数になる！



補足

球面ガウス関数のパラメータ θrは、
θoの反射角度

ωoωi



Mp のまとめ

一見複雑そうに見えるが、球面ガウス関数をΦについて平均化しちゃうというシンプルな
アイディアであり、完全なエネルギー保存を満たすことができる！



重点サンプリング戦略



各段階はそれぞれ異なるローブを持っているため、
重点サンプリングにおいては、段階は分けて考える。

1.Apに比例する離散確率分布で段階を選ぶ

40 %

30 %

20 %

10 %

2.Mp, Npに基づくいいかんじの確率分布でサ
ンプリング

具体的なやり方

p=1



Apのサンプリング

Apはスペクトル吸収成分と、フレネルを考慮した項
通常スカラーではないため、輝度に変換するなど、スカラーに一度変換して処理する

Ap0

Ap1

Ap2

Ap3

スペクトル吸収率

輝度へ

Ap0’

Ap1’

Ap2’

Ap3’

正規化して
確率へ

Ap0’ / (Ap0’+Ap1’+Ap2’+Ap3’)

Ap1’/ (Ap0’+Ap1’+Ap2’+Ap3’)

Ap2’/ (Ap0’+Ap1’+Ap2’+Ap3’)

Ap3’/ (Ap0’+Ap1’+Ap2’+Ap3’)

あとは普通にサンプリングするだけ



理想的な確率密度関数

ここでMp Npを確立密度関数（全域で積分して 1）と捉えると、
Mp Npによる重点サンプリングは各段階における理想的なサンプリングになる
   > 今回はそれが可能

負放射輝度や負の確立密度なんて無いよ！



１次元で考えてもやっぱり確率密度関数

Npは “トリムされた”ロジスティック関数の位置を調整したもの ”なので

Mp, Npは完全にθとΦで独立している !



１次元で考えてもやっぱり確率密度関数

となるとやはりMpについても 全範囲の積分は  1



Npのサンプリング

Npは “トリムされた”ロジスティック関数の位置を調整したもの

※実際にはa, bはそれぞれ-π, π



Npのサンプリング

Npは “トリムされた”ロジスティック関数の位置を調整したもの
   積分が容易のためこれを逆関数法でサンプルを生成する



まずはCDFを求める

一旦長いのでTとおく



逆関数を求める



できた！



/*

TrimmedLogisticの重点サンプリング

eps1 = 0~1 乱数

*/

inline double sampleTrimmedLogistic(double eps1, double s, double a, double b) {

double T = LogisticCDF(b, s) - LogisticCDF(a, s);

return -s * glm::log(

1.0 / (eps1 * T + 1.0 / (1.0 + glm::exp(-a / s))) - 1.0

);

}

素直にコード化



ω(o)
出射ω(o)をゼロ基準にしたときのピー
ク位置を Phi (p) 関数と定義

ピーク位置について

※もふもふレンダリング入門（２）

Phi (0)



ω(o)

Phi (1)

Phi (0)出射ω(o)をゼロ基準にしたときのピー
ク位置を Phi (p) 関数と定義

ピーク位置について

※もふもふレンダリング入門（２）



/*

  Npの重点サンプリング

  phiI を返す

*/

inline double sampleNp(double eps1, double phiO, int p, double s, double gammaO, double gammaT) {

double dphi = Phi(p, gammaO, gammaT) 

                                 + sampleTrimmedLogistic(eps1, s, -glm::pi<double>(), glm::pi<double>());

double phiI = phiO + dphi;

phiI = std::remainder(phiI, glm::two_pi<double>());

return phiI;

}

最終的なNpサンプルの実装はピーク位置をずらすだけ



重点サンプリングのテスト　ヒストグラムを使う方法

作成したサンプリングからヒストグラムを算出
そのある1区間をa~bとすると

>ヒストグラムから確立密度関数を簡単に復元できる



重点サンプリングのテスト　ヒストグラムを使う方法

オレンジがヒストグラムから近似した Np
※100分割

ω(o)



正規化された球面ガウス関数のサンプリング

そのままでは結構複雑
　＞なんとか単純化できないか？



軸をX軸に整列させるとどうか？
　　　　＞Y, Zについては円に対して均一分布にできる！



Xの確率密度関数は？

Φについて一様分布

全球での確率密度な
ので

P(1, 0, 0) == X軸 のため

変数変換すると

いいかんじに
cosが消える

Xについての確率密度関数が得られた！



Xの確率密度関数が得られたので、
逆関数法を適用する。なのでCDFを求めよう

CDFが得られた！



さらに逆関数を求める

CDFの逆関数が得られた！



準備ができたので、P(1, 0, 0)の分布を考える

Y, Z円には一様分布

r = cosθ

+y軸

+z軸

y = cosθ sinΦ
z = cosθ cosΦ

sinΦ

Φ

cosΦ

直交座標系との対応



実際にはPというのは反射角でなければならない

+x軸

+z軸

+x軸

+z軸

z軸まで回転させた後、反射角　　　だけ回転させればOK

これを とおく



すると以下のように整理される

ただ回転させただけ

最後にθを知るため、arcsin(x)で完成！



今回の確率密度は、Φに関して平均化したものだった
したがって、Φの確率を調整するため、最後に均一に回転させればいい



今回の確率密度は、Φに関して平均化したものだった
したがって、Φの確率を調整するため、最後に均一に回転させればいい

ところが、Φに回転させても、
xの値は変化しない！



今回の確率密度は、Φに関して平均化したものだった
したがって、Φの確率を調整するため、最後に均一に回転させればいい

ところが、Φに回転させても、
xの値は変化しない！

つまり、何もする必要がなく、すでに
完全な重点サンプリングは完成して
いた！



Mp cosθ のサンプリングのまとめ

Eugene d’Eon, Steve Marschner, Johannes Hanika, Weta Digital, 
                              "Importance Sampling for Physically-Based Hair Fiber Models" より 

※注意　先の式とは一部符号が違うが、すべて等価である



Mp cosθ のサンプリングのまとめ

Eugene d’Eon, Steve Marschner, Johannes Hanika, Weta Digital, 
                              "Importance Sampling for Physically-Based Hair Fiber Models" より

vが小さい時に不安定



Wenzel Jakob, "Numerically stable sampling of the von Mises Fisher distribution on S2 (and other tricks)" より

vが小さい時に不安定こっちのほうが安定

Mp cosθ のサンプリングのまとめ



導出

一旦Xとおく

両辺に掛けると

1-εしても等価のため

スッキリする



Mp cosθ のサンプリングの確認

ω(o)

オレンジがヒストグラムから近似した Mp
※50分割



段階が別れた場合の確率密度の計算

例：イカサマサイコロ

普通のサイコロと、１の目しか出ないイカサマサイコロがあり、1/3の確率で普通のサイコ
ロ、2/3の確率でイカサマサイコロを使うルールの時、
1の目になる確率は？

普通のサイコロを使う確率(⅓) x 1の目の出る確率(⅙) 
+ 
イカサマサイコロを使う確率(⅔) x 1の目の出る確率(1)

全部組み合わせる



全部組み合わせる

擬似コード

確率密度 = 0;
for(int p = 0 ; i < 4 ; ++i) {
    確率密度 += "段階 p の選ばれる確率 " * "Npの確率密度" * "Mpの確率密度";
}

一般化

実装例：

https://github.com/Ushio/MofuMofuRender/blob/master/src/hairfur.hpp



全部組み合わせる

擬似コード

確率密度 = 0;
for(int p = 0 ; i < 4 ; ++i) {
    確率密度 += "段階 p の選ばれる確率 " * "Npの確率密度" * "Mpの確率密度";
}

一般化

実装例：

https://github.com/Ushio/MofuMofuRender/blob/master/src/hairfur.hpp



参考文献

Eugene d’Eon, Guillaume Francois, Martin Hill, Joe Letteri, Jean-Marie Aubry, "An Energy-Conserving Hair 
Reflectance Model"

Eugene d’Eon, Steve Marschner, Johannes Hanika, Weta Digital, "Importance Sampling for Physically-Based 
Hair Fiber Models"

Matt Pharr, "01 THE IMPLEMENTATION OF A HAIR SCATTERING MODEL"

Wenzel Jakob, “Numerically stable sampling of the von Mises Fisher distribution on S2 (and other tricks)”

LING-QI YAN, HENRIK WANN JENSEN, RAVI RAMAMOORTHI, "An Efficient and Practical Near and Far 
Field Fur Reflectance Model"

球面ガウス関数を極める  @CEDEC 2015 株式会社スクウェア・エニックス  德吉 雄介氏
http://www.jp.square-enix.com/tech/library/pdf/SphericalGaussians_CEDEC2015.pdf



謝辞
　レイトレ合宿５‽運営の皆様

     発表時自分の知見不足を補って頂いたり、
     Mpの重点サンプリングの理解のためにアドバイスを頂きました、
     大垣真二 様

     有意義な質問を投げかけて下さった皆様

本当にありがとう
ございました！！！！


